‘ Genererende funktioner ‘ Niveau 3 ELEV

Genererende funktioner
Indledning

Af nogle regnes idéen om genererende funktioner som én af den mest slagkraftige matematiske idéer —
overhovedet! En af de fgrste til at benytte idéen var de Moivre (1667 — 1754). De Moivre ville gerne finde et
udtryk for Fibonacci-tallene, der jo som bekendt er givet ved relationerne

Any1 =Ap+ap_1, G=0a;=1
De Moivre haengte Fibonacci-tallene ‘til tgrre’ pa voksende potenser

ag + arx + azx? + -+ ax™ + -

og fik derved et "polynomium” — men med den vaesentlige forskel, at graden var uendelig. Der er altsa ikke
tale om en funktion i seedvanlig forstand. Vi kalder den en genererende funktion og bruger stadig ssedvanlig
funktionsnotation

f(x) =ag+ax+ a2x2 + ot ax™+ -,
selvom udregning af funktionsveaerdier sa som f(2) ikke giver mening her.

De Moivres idé var at regne Igs alligevel, som om det var et polynomium:
f(x) =ag+ a;x + azx? + agx3 + -+
xf(x) = 0+ apx + ay;x? +ax3+ -+
x2f(x) = 0+ 0x+apx?+a;x>+-+
Ved at sammenholde éns potenser kan Fibonacci-relationen nu udtrykkes
f(x) = (ap + a1x) = xf (x) — apx + x*f (x)
Dersom vi indfgrer ay = a; = 1, farvialtsd f(x)(1 —x — x?) = 1, eller
1
X)) =——
fO)=1—""02
hvis ellers regneoperationerne der behandler genererende funktioner som de var almindelige polynomier,
kan ggres til holdbar matematik. Og selvom det er muligt, skal vi ogsa finde ud af, hvordan man kan komme
tilbage til Fibonacci-tallene a,, ud fra dette udtryk for f(x).

Dette modul handler om at haenge talfglger til t@rre pa genererende funktioner og udvikle
regneoperationer til beregning af talfglgernes elementer. Vi starter med nogle flere eksempler.

Den generelle haeveautomat

Dette er er viderefgrelse af Niveau 2 problemet. En haeveautomat kan udbetale belgb i nogle mgntenheder
(2 kr., 2kr., osv.). Pa hvor mange mader kan man udbetale xxxx kr. (altsa pa én gang lgse problemet for alle
mulige udbetalinger uden begraensninger pa vaerdien af xxxx)? Antallet af mader som n kr. kan udbetales
pa, benaevner vi c,,. Vi spger et udtryk for den genererende funktion cy + ¢;x + c,x% + - der saetter os i
stand til at beregne c,, for alle n.

En opsparingskonto

En annuitetsopsparing bestar i kontoindsaettelse af et fast belgb hver termin. Kontoen forrentes med
rentefoden r. Hvis vi benaevner den faste indsaettelse ¢, er indestaende givet ved

a, =1 +n7r)a,_4+c
Vi er pa jagt efter et udtryk for den tilhgrende genererende funktion. Vi kan i almindelighed ogsa finde

. . . — C
udtryk for mere komplicerede indbetalingsplaner. (Svar f(x) = am oD x)(1—x)')
En populationsdynamisk model

| en bestemt biologisk population skelner man mellem to generationer (voksne og bgrn), hvis antal ggres op
arligt. Lad os kalde antallet af de to generationer i ar n for a,, og b,,. Ud fra nogle simple antagelser kan vi



opstille et udtryk for den genererende funktion by + by x + b,x? + -+ som ggr det muligt at beregne
populationsstgrrelserne. Vores antagelser er

Ani1 =v-b,—d-a,,
bpi1 = f - an.
Her betegner v den brgkdel der bliver voksne, d er dgdsraten og f er fgdselsraten. Ved lidt regneri far man
bpiz =—=d bpys +f v by

Vi kan bruge dette til at finde et udtryk for en genererende funktion, der hanger b,,"erne til tgrre pa
samme made som ved Fibonacci-relationen. Gennemfgres regningerne fasat b, = C; - a™ + C, - ", hvor
@ og f3 er rgdderne i polynomiet x> + d - x — f - v og C; og C, er konstanter som bestemmes af
begyndelsesvaerdierne a, og by. | et samarbejde med biologi vil det veere en biologiopgave at finde
realistiske data og fortolke plot af populationsudviklinger.

Algebra med genererende funktioner

Genererende funktioner fremkommer ved at haenge uendelige lister af tal til tgrre pa voksende potenser.
Nogle eksempler:

Liste Genererende funktion
(1,1,1,1,11,-,] T+x+x2+x3+x*+ -
[1,2,3,4,5,-,] 14 2x + 3x% + 4x3 + 5x* + -
[1,0,1,0,1,0,1-] 1+x24+x*+x6-
[0,1,-1,1,-1,--,] x—x24+x3 —x%+ ..

Seedvanlige polynomier opfattes som lister der ender pa lutter O’er, fx

[1I2J1I0J...I0J...] 1+2x+x2
[_1J_1l1J0J3J01'“10J'“] _1_x+x2+3x4
[1'416'411;0'”"0;”'] (1+x)4

Man udfgrer regneoperationer, som om det er almindelige polynomier. Forskellen er blot, at der ikke er en
hgjeste grad, hvor regneoperationerne standser.



