‘ Genererende funktioner ‘ Niveau 3 LLERER

Genererende funktioner
Indledning

Af nogle regnes idéen om genererende funktioner som én af den mest slagkraftige matematiske idéer —
overhovedet! En af de fgrste til at benytte idéen var de Moivre (1667 — 1754). De Moivre ville gerne finde et
udtryk for Fibonacci-tallene, der jo som bekendt er givet ved relationerne

Any1 =Ap+ap_1, G=0a;=1
De Moivre haengte Fibonacci-tallene ‘til tgrre’ pa voksende potenser

ag + arx + azx? + -+ ax™ + -

og fik derved et "polynomium” — men med den vaesentlige forskel, at graden var uendelig. Der er altsa ikke
tale om en funktion i seedvanlig forstand. Vi kalder den en genererende funktion og bruger stadig ssedvanlig
funktionsnotation

f(x) =ag+ax+ a2x2 + ot ax™+ -,
selvom udregning af funktionsveaerdier sa som f(2) ikke giver mening her.

De Moivres idé var at regne Igs alligevel, som om det var et polynomium:
f(x) =ag+ a;x + azx? + agx3 + -+
xf(x) = 0+ apx + ay;x? +ax3+ -+
x2f(x) = 0+ 0x+apx?+a;x>+-+
Ved at sammenholde éns potenser kan Fibonacci-relationen nu udtrykkes
f(x) = (ap + a1x) = xf (x) — apx + x*f (x)
Dersom vi indfgrer ay = a; = 1, farvialtsd f(x)(1 —x — x?) = 1, eller
1
X)) =——
fO)=1—""02
hvis ellers regneoperationerne der behandler genererende funktioner som de var almindelige polynomier,
kan ggres til holdbar matematik. Og selvom det er muligt, skal vi ogsa finde ud af, hvordan man kan komme
tilbage til Fibonacci-tallene a,, ud fra dette udtryk for f(x).

Dette modul handler om at haenge talfglger til t@rre pa genererende funktioner og udvikle
regneoperationer til beregning af talfglgernes elementer. Vi starter med nogle flere eksempler.

Den generelle haeveautomat

Dette er er viderefgrelse af Niveau 2 problemet. En haeveautomat kan udbetale belgb i nogle mgntenheder
(2 kr., 2kr., osv.). Pa hvor mange mader kan man udbetale xxxx kr. (altsa pa én gang lgse problemet for alle
mulige udbetalinger uden begraensninger pa vaerdien af xxxx)? Antallet af mader som n kr. kan udbetales
pa, benaevner vi c,,. Vi spger et udtryk for den genererende funktion cy + ¢;x + c,x% + - der saetter os i
stand til at beregne c,, for alle n.

En opsparingskonto

En annuitetsopsparing bestar i kontoindsaettelse af et fast belgb hver termin. Kontoen forrentes med
rentefoden r. Hvis vi benaevner den faste indsaettelse ¢, er indestaende givet ved

a, =1 +n7r)a,_4+c
Vi er pa jagt efter et udtryk for den tilhgrende genererende funktion. Vi kan i almindelighed ogsa finde

. . . — C
udtryk for mere komplicerede indbetalingsplaner. (Svar f(x) = am oD x)(1—x)')
En populationsdynamisk model

| en bestemt biologisk population skelner man mellem to generationer (voksne og bgrn), hvis antal ggres op
arligt. Lad os kalde antallet af de to generationer i ar n for a,, og b,,. Ud fra nogle simple antagelser kan vi



opstille et udtryk for den genererende funktion by + by x + b,x? + -+ som ggr det muligt at beregne
populationsstgrrelserne. Vores antagelser er

Ani1 =v-b,—d-a,,
bpi1 = f - an.
Her betegner v den brgkdel der bliver voksne, d er dgdsraten og f er fgdselsraten. Ved lidt regneri far man
bpiz =—=d bpys +f v by

Vi kan bruge dette til at finde et udtryk for en genererende funktion, der hanger b,,"erne til tgrre pa
samme made som ved Fibonacci-relationen. Gennemfgres regningerne fasat b, = C; - a™ + C, - ", hvor
@ og f3 er rgdderne i polynomiet x> + d - x — f - v og C; og C, er konstanter som bestemmes af
begyndelsesvaerdierne a, og by. | et samarbejde med biologi vil det veere en biologiopgave at finde
realistiske data og fortolke plot af populationsudviklinger.

Algebra med genererende funktioner

Laereren organiserer gennemgang af ovenstaende indledning, evt. ved selv at ggre det eller ved at
strukturere elevernes arbejde. Laeringsmalet er, at eleverne kan redeggre for, hvordan den genererende
funktion for Fibonacci-tallene opstar, og hvordan de gvrige eksempler giver anledning til genererende
funktioner. Endvidere skal indledningen virke som motivation for behovet for algebra med genererende
polynomier.

Genererende funktioner fremkommer ved at haenge uendelige lister af tal til tgrre pa voksende potenser.
Nogle eksempler:

Liste Genererende funktion
1,1,1,1,1,1,--,] 1+x+x2+x3+x*+ -
[1,2,3,4,5,-,] 1+ 2x + 3x2 + 4x3 + 5x* + -
[1,0,1,0,1,0,1---] 14+ x2 +x* +x6--
[0,1,-1,1,-1,--,] x—x24+x3 —x44...

Seedvanlige polynomier opfattes som lister der ender pa lutter O’er, fx

[1'2;1'0;”"0;”'] 1+2X+x2
[_1I_1l1I0I3IOI...IOI..'] —1—X+X2+3x4
[1'416'411;0'”"0;”'] (1+x)4

Man udfgrer regneoperationer, som om det er almindelige polynomier. Forskellen er blot, at der ikke er en
hgjeste grad, hvor regneoperationerne standser.

| Maple findes en pakke til arbejdet med generende funktioner: Generating Functions, som ggr
kontrolarbejdet en let. Beregningerne vist pa vedlagte Mapleark udleveres pa papir til eleverne undervejs,
sa de selv skal taste.

Leeringsmalene for forlgbet er: styrkelse af basale algebraiske kompetencer (parentesregler, potensregler,
simpel ligningsopstilling og l@sning), dybere forstaelse af division.

Elevarbejde 1

Pa det teoretiske plan arbejder vi inden for integritetsomradet af generelle funktioner (eller om man vil,
formelle potensraekker). Dette er nyt og kraever, at man har fortrolighed med begreberne hele tal og
brgker, som herved (keerkomment ©) genoplives.



Eleverne starter med at undersgge, hvordan MAPLE REGNER i pakken Generating Functions. De skal regne
efter i handen, sa det ikke bliver ren black-box. Fx kan de tjekke de fgrste led af lav grad. Nogle gange kan
man dog regne i bund, fx her:

A+x2+x*+x04+x8+-) - (1+x),
(Facit: 1 + x + x2 + x3 + x* 4+ x> + ---. Dette kan regnes i bund: multiplikation med 1 giver lige potenser,
multiplikation ned x giver ulige potenser)
men ikke her:

2

1 1 1 5 7

(1 —sx—sxt——=xd—=xt——x°+ ) .
2 8 16 128 256

(Facit: 1 — x. Skal ikke regnes i bund. Der er tale om (selvfglgelig ©) taylorraekken for V1 — x. Men
eksemplet er god traening i basal algebra, og resultatet er overraskende: Man kan tage kvadratrgdder af
(visse) genererende funktioner.)

Maple kan udskrive de generelle regneregler. Eleverne skal formulere indholdet af formlerne, og klassen
skal blive enig om indholdet (laererens ansvar).

Elevarbejde 2
Eleverne skal i grupper svare pa: Hvad forstas ved “en brgk”, “reciprok” og ”at dividere”? Jf. ppt.
Der kan taenkes flere gode svar pa dette:

e SvarindenforN,Q,Z, R
e  Funktionsbrgker, fx polynomiumsbrgker.

Laereren samler op: Hvordan skal dette forstas i relation til genererende funktioner? Dele i lige store stykker
m.m. giver ikke mening i vores sammenhaeng. Brgken s er Igsning til ligningen X - ¢ = p. Det kan vzere, at
ligningen ikke kan Igses (p # 0,q = 0), det kan veere, at Igsningen er uden for vores oprindelige omrade

(% er ikke et helt tal, % er ikke et polynomium osv.) | vores tilfaelde er vi interesseret i, at brgken er en ny

genererende funktion. Vi skal jo fx have genereret Fibonacci-tallene. Opsamling i forhold til den
genererende funktion 1 — x:

I.  Bestem, hvis muligt, en genererende funktion f(x),sa f(x)(1 —x) = 1.
Hvis 1. kan Igses, sa kan vilgse f(x)(1 —x) = g(x), for en hvilken som helst genererende funktion
g(x).

II.  Og hvis vi har fundet listen, der giver i som genererende funktion, kan vi ogsa finde listen, der

iver .
g 1—-a-x

Dette, samt simple dekompositioner i stambrgker, er stort set, hvad vi behgver.

Elevarbejde 3

Eleverne skal nu individuelt lgse ligningen

fOA-x)=1,

dvs. successivt bestemme ag, a4, a,, ... sa
(ag+ a;x+ax?+ .)1—x)=1
Man faray -1 =1, sd ay = 1. Dernaest
1+ax+ax?+ .)1-x)=1+(a;,—Dx-=1

sa a; = 1 osv. Man ender med



f)=14+x+x2+x3+-
Det skal samles omhyggeligt op af laereren, gerne pa mere end én made. Fx ogsa
A+x+x24+x34+-)1—-x)=
T+x+x2+x3+-
—x—x%2—x3—-...=1
Bemaerk, at der er tale om ren algebra. Dette har intet med konvergens af raekker at ggre.

Dette belyses med opgaverne fra slides.

Elevarbejde 4

Lgsning af et eller flere af problemerne fra slides i grupper. Man kan evt. fordele forskellige opgaver til
forskellige grupper. Eleverne praesenterer deres lgsningsforslag for klassen med kommentarer fra andre
elever (og lzerer).

ax+p

x2+bx+c
stambrgker, nar naevnerpolynomiet har reelle rgdder. Der bliver blot tale om linearkombination af

geometriske raekker.

Et gennemgaende faenomen er at finde den formelle potensrakke for vha. dekomposition i

Opgaven om populationsdynamik kan indga i samarbejde med biologi. Biologi kan levere autentiske data og
stille biologiske begrundede sp@rgsmal til modellen. Se ogsa https://en.wikipedia.org/wiki/Leslie_matrix for
en mere generel model.



https://en.wikipedia.org/wiki/Leslie_matrix

